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Abstract

地球流体力学 (特に気象学)でよく用いられる, 静水圧近似が成り立つ際に
良く用いられる鉛直座標変換について解説する. まず, 鉛直座標変換の一般的
手順をまとめ, ついで, 気圧座標 (p–座標)系とその仲間たち, すなわち, 対数
気圧座標 (log p–座標系), シグマ座標 (σ–座標系), および, 温位座標 (θ–座標
系), についての具体的表現を与える.
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1 はじめに

地球流体力学 (特に気象学)においては, 鉛直座標として, 幾何学的高さ z の他に
様々な表現が用いられる. 静水圧近似が成り立つ状況においては, 静水圧条件を陽
に利用することによって,

• 方程式の形が一部簡単になる,

• 地表面の効果が扱いやすくなる,

• 観測デ－タとの対応がつきやすくなる,

などの利便性の高い表現を得ることができるからである.

以下では, 静水圧近似が成り立っている回転系において, 任意の鉛直座標 ζ への座
標変換の公式をまず作成し, ついでよく用いられる具体的座標表現を与えることに
する.
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2 復習: z 座標系における方程式

座標変換の出発点となる, 高度 z を鉛直座標として用いた系 ( z 座標系)における
方程式を書き下しておく.

2.1 系の設定

球面状に局所直線直行座標系をとった状況を想定する. x 軸は東向き, y 軸は北向
き, z 軸は鉛直上向きにとる. z 軸方向に静水圧平衡が成り立っているものとする.

したがって z 軸方向に系の回転の影響は及ばないものとし, コリオリパラメタは
f (= 2Ω sinϕ, ϕ は球面上の着目している地点の緯度) とする. 重力加速度ベクト
ルは g = (0, 0,−g) であるものとする.
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2.2 z 座標系での基礎方程式

鉛直座標変換として z を用いた系 ( z 座標系) での基礎方程式は次のように記述
される.

� �
• 水平運動方程式

du

dt
− fv = −1

ρ

(
∂p

∂x

)
z

+ Fx, (1)

dv

dt
+ fu = −1

ρ

(
∂p

∂y

)
z

+ Fy. (2)

• 静水圧平衡式
∂p

∂z
= −ρg. (3)

• 連続の式
dρ

dt
+ ρ∇·v = 0. (4)

• 熱輸送の式
T
ds

dt
= Q(x, y, z, t). (5)� �

ただし, t は時間, u, v, w はそれぞれ速度の x, y, z 成分, ρ は密度, p は圧力, Fx, Fy

はそれぞれ x, y 方向の摩擦力等の力, T は温度, s は単位質量当たりのエントロ
ピー, Q は単位体積に流れ込む熱量である.

また,

d

dt
=

∂

∂t
+ u

∂

∂x
+ v

∂

∂y
+ w

∂

∂z
,

∇·v =
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z

である.

/riron/gfdeqs/vertical/src/vcoodp.tex 2002 年 11 月 18 日 (林 祥介)



鉛直座標変換 (静水圧系) 2 復習: z 座標系における方程式 7

2.3 z座標系での境界条件

よく用いられる境界条件の z 座標系での表現例を示しておく. ただし, 後にこれら
が直接に鉛直座標変換されるわけではない. 後出の ζ 座標系における境界条件と
の違いに注意されたい.

• 大気上端における境界条件

上端における境界条件は, ある z 一定面 z = zT を通して質量輸送がないと
することが多い. この条件を式で書けば� �

w = 0 at z = zT (6)� �
となる.

• 大気下端における境界条件

下端における境界条件は, 地表面を通して質量輸送がないとすることが多い.

この条件を式で書くと, 地表面の高度を z = H(x, y) として,� �
w = vh · ∇hH at z = H(x, y) (7)� �

となる. ここで,

vh = (u, v, 0),

∇h =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
, 0

)
,

である.
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2.4 z座標系での渦度方程式と発散方程式

z 座標系での渦度方程式の鉛直成分及び水平発散方程式は次のように記述される.

ただし, 後にこれらが直接に鉛直座標変換されるわけではない. 後出の ζ 座標系に
おける渦度方程式・発散方程式との違いに注意されたい.

1. 渦度方程式
∂

∂x
(2)− ∂

∂y
(1) より

� �
dωz

dt
+ (f + ωz)Dz + k ·

(
∇hw × ∂u

∂z

)

=
1

ρ2
k · (∇hρ×∇hp) +

∂Fy

∂x
− ∂Fx

∂y
(8)

� �
となる. ただし

ωz =
∂v

∂x
− ∂u

∂y
,

Dz =
∂u

∂x
+
∂v

∂y
,

k = (0, 0, 1)

である.

2. 発散方程式
∂

∂x
(1) +

∂

∂y
(2) より

� �
dDz

dt
+ ∇hu ·

(
∂u

∂x

)
z

+∇hv ·
(
∂u

∂y

)
z

+∇hw · ∂u
∂z

− fωz

= −1

ρ
∇2

hp+
1

ρ2
∇hρ · ∇hp+

∂Fx

∂x
+
∂Fy

∂y
(9)

� �
となる. ただし

∇2
h =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

である.
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2.5 ポテンシャル渦度保存則

z 座標系での, 静水圧近似が成立するもとでのポテンシャル渦度保存則は次のよう
に記述される. 後にこの方程式を ζ 座標系へ変換する.

静水圧近似のもとでは, 相対渦度を

ωx = −∂v
∂z
,

ωy =
∂u

∂z
,

ωz =
∂v

∂x
− ∂u

∂y

と定義することにより, ポテンシャル渦度保存則は

� �
d

dt

(
1

ρ

{
ωx

(
∂λ

∂x

)
z

+ ωy

(
∂λ

∂y

)
z

+ (ωz + f)
∂λ

∂z

})
= 0 (10)

� �
と表現される.

ただし λ は流れにそって保存する量

dλ

dt
= Λ

である.
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3 任意の鉛直座標系への変換

変数 ζ = ζ(x, y, z, t) が z について一価関数であるならば, 鉛直方向の独立変数
として zの代わりに ζ を用いることができる. すなわち独立変数を x, y, z, t から
x, y, ζ, t に変えることができる. ここでは z座標系での基礎方程式 (1) ∼ (5) を ζ

座標系へ鉛直座標変換する. その後に ζ 座標系での渦度方程式・発散方程式, 境界
条件を書き下す. ζ として圧力 p , エントロピ－ s などを用いることがある.

3.1 微分演算子の変換則

方程式を鉛直座標変換するための準備として, z から ζ への変数変換により微分演
算子がどのように変換されるか調べる.

1. 水平微分

関数 ψ(x, y, z, t) が

ψ(x, y, z, t) = ψ(x, y, z(x, y, ζ, t), t)

= ψ̃(x, y, ζ, t) (11)

となるように, ψ̃(x, y, ζ, t) へ変数変換されたとする. ティルダ－ ˜ は x, y, ζ,

t を独立変数とする関数であることを表す. 図のように点A,B,C をとり, 図
を参考にしながら恒等式

ψ(B)− ψ(A)

△x
=
ψ(C)− ψ(A)

△x
v − ψ(C)− ψ(B)

△ζ
△ζ
△z

△z
△x

において △x→ 0 とすると

(
∂ψ

∂x

)
z

=

(
∂ψ̃

∂x

)
ζ

− ∂ψ̃

∂ζ

∂ζ

∂z

(
∂z

∂x

)
ζ

(12)

が得られる. y 微分についても同様にして

(
∂ψ

∂y

)
z

=

(
∂ψ̃

∂y

)
ζ

− ∂ψ̃

∂ζ

∂ζ

∂z

(
∂z

∂y

)
ζ

(13)

が得られる.
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2. 鉛直微分

明らかに

∂ψ

∂z
=
∂ψ̃

∂ζ

∂ζ

∂z
(14)

である.

3. 時間微分

(12) を導く議論において x を t に置き換えても同様な議論が成り立つから

(
∂ψ

∂t

)
z

=

(
∂ψ̃

∂t

)
ζ

− ∂ψ̃

∂ζ

∂ζ

∂z

(
∂z

∂t

)
ζ

(15)

が得られる.

4. ラグランジュ微分

(12) ∼ (15) の結果を用いて, ラグランジュ微分

dψ

dt
=

(
∂ψ

∂t

)
z

+ u

(
∂ψ

∂x

)
z

+ v

(
∂ψ

∂y

)
z

+ w
∂ψ

∂z
(16)

を ζ 座標系へ変換する. (12) ∼ (15) を (16) に代入すると

dψ

dt
=

(
∂ψ̃

∂t

)
ζ

+ ũ

(
∂ψ̃

∂x

)
ζ

+ ṽ

(
∂ψ̃

∂y

)
ζ

−∂ψ̃
∂ζ

∂ζ

∂z

(∂z
∂t

)
ζ

+ ũ

(
∂z

∂x

)
ζ

+ ṽ

(
∂z

∂y

)
ζ

− w̃

 . (17)

となる. ただし,

u(x, y, z, t) = ũ(x, y, ζ, t), (18)

v(x, y, z, t) = ṽ(x, y, ζ, t), (19)

w(x, y, z, t) = w̃(x, y, ζ, t) (20)

である.

(17) において ψ = ζ とすると

dζ

dt
= −∂ζ

∂z


(
∂z

∂t

)
ζ

+ ũ

(
∂z

∂x

)
ζ

+ ṽ

(
∂z

∂y

)
ζ

− w̃

 . (21)
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(21) を (17) に代入すると

dψ

dt
=
∂ψ̃

∂t
ζ + ũ

∂ψ̃

∂x
ζ + ṽ

∂ψ̃

∂y
ζ + ζ̇

∂ψ̃

∂ζ
(22)

となる. ただし

ζ̇ =
dζ

dt
(23)

である. これより ζ 座標系における全微分は

d

dt
≡ ∂

∂t
ζ + ũ

∂

∂x
ζ + ṽ

∂

∂y
ζ + ζ̇

∂

∂ζ

となることがわかった.
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3.2 基礎方程式の変換

ここでは z 座標系の基礎方程式 (1) ∼ (5) を, 変換則 (12) ∼ (15) 及び (17) を用
いて ζ 座標系へ変換する. なお ζ座標系での変数であることを表すティルダ－ ˜

は省略する.

• 運動方程式 (1), (2)� �
du

dt
− fv = −1

ρ

( ∂p
∂x

)
ζ

− ∂p

∂ζ

∂ζ

∂z

(
∂z

∂x

)
ζ

+ Fx, (24)

dv

dt
+ fu = −1

ρ

( ∂p
∂y

)
ζ

− ∂p

∂ζ

∂ζ

∂z

(
∂z

∂y

)
ζ

+ Fy. (25)

� �
• 静水圧平衡式 (3)� �

∂p

∂ζ

∂ζ

∂z
= −ρg. (26)

� �
• 連続の式 (4) について

まず ∇·v の書き換えを行う.

∇·v =
∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z

=

(
∂u

∂x

)
ζ

− ∂u

∂ζ

∂ζ

∂z

(
∂z

∂x

)
ζ

+

(
∂v

∂y

)
ζ

− ∂v

∂ζ

∂ζ

∂z

(
∂z

∂y

)
ζ

+
∂ζ

∂z

∂

∂ζ

(∂z
∂t

)
ζ

+ u

(
∂z

∂x

)
ζ

+ v

(
∂z

∂y

)
ζ

+ ζ̇
∂z

∂ζ


= ∇ζ · u+

∂ζ̇

∂ζ
+
∂ζ

∂z

(
d

dt

∂z

∂ζ

)
.

ただし,

∇ζ =

( ∂

∂x

)
ζ

,

(
∂

∂y

)
ζ

, 0

 ,
u = ( u, v, 0 )
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である. こうして (4) は

1

ρ

dρ

dt
+∇ζ · u+

∂ζ̇

∂ζ
+
∂ζ

∂z

(
d

dt

∂z

∂ζ

)
= 0

となる. これを変形すると� �
d

dt

[
ln

(
ρ

∣∣∣∣∣∂z∂ζ
∣∣∣∣∣
)]

+∇ζ · u+
∂ζ̇

∂ζ
= 0 (27)

� �
が得られる.

• 熱輸送の式 (5)� �
T
ds

dt
= Q(x, y, ζ, t). (28)� �

このように基礎方程式 (1) ∼ (5) は, 鉛直座標変換により (24) ∼ (28) のように書
き換えられた.
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3.3 境界条件

境界条件は z 座標系における境界条件 (6), (7) を鉛直座標変換するよりも, それ
ぞれの座標系において扱いが容易な条件を選ぶことが多い. ここではよく用いら
れる境界条件の例を挙げる.

• 大気上端における境界条件

上端における境界条件は, ある ζ 一定面 ζ = ζT を通して質量輸送がないと
することが多い. この条件は� �

ζ̇ = 0 at ζ = ζT (29)� �
とあらわされる.

• 大気下端における境界条件

下端における境界条件は地表面を通して質量輸送がないとすることが多い.

地表面の高度を z = H(x, y) とすると地表面での ζ の値は ζH(x, y, t) =

ζ(x, y,H, t)と表される. (x, y, ζ)空間において,時間とともに動く曲面 ζ = ζH
の速度を vH = (uH , vH , ζ̇H), 法線ベクトルを nH とすると, 下端における境
界条件は

vζ · nH = vH · nH at ζ = ζH (30)

と表される. ここで

nH = (
∂ζH
∂x

,
∂ζH
∂y

,−1) (31)

であるから, (30)は

u
∂ζH
∂x

+ v
∂ζH
∂y

− ζ̇ = uH
∂ζH
∂x

+ vH
∂ζH
∂y

− ζ̇H (32)

となる. 曲面 ζ = ζH について

ζ̇H =
∂ζH
∂t

+ uH
∂ζH
∂x

+ vH
∂ζH
∂y
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が成り立つから, これを用いて (32) を書き換えると� �
ζ̇ =

∂ζH
∂t

+ u
∂ζH
∂x

+ v
∂ζH
∂y

at ζ = ζH (33)

� �
となる.
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3.4 渦度方程式と発散方程式

ここでは (24) , (25)から

(
∂(25)

∂x

)
ζ

−
(
∂(24)

∂y

)
ζ(

∂(24)

∂x

)
ζ

+

(
∂(25)

∂y

)
ζ

の式を作る. これらはそれぞれ ζ 座標系の渦度方程式, ζ 座標系の発散方程式と呼
ばれる. しかしながら, これらの式は z 座標系における渦度方程式・発散方程式を
正しく変換して得られるものではなく, 厳密に流れ場の渦度と発散を表現している
わけではない.

• ζ 座標系における渦度方程式

∂(25)

∂x
− ∂(24)

∂y
より ωζ ≡

(
∂v

∂x

)
ζ

−
(
∂u

∂y

)
ζ

の式を作る.

� �
dωζ

dt
+ (f + ωζ)Dζ + k ·

(
∇ζ ζ̇ ×

∂u

∂ζ

)

=
1

ρ2
k · (∇ζρ×∇ζp) +

(
∂Fy

∂x

)
ζ

−
(
∂Fx

∂y

)
ζ

+

 ∂

∂x

1

ρ

∂p

∂ζ

∂ζ

∂z

(
∂z

∂y

)
ζ




ζ

−

 ∂

∂y

1

ρ

∂p

∂ζ

∂ζ

∂z

(
∂z

∂x

)
ζ




ζ

.(34)

� �
ただし

Dζ =

(
∂u

∂x

)
ζ

+

(
∂v

∂y

)
ζ

, k = (0, 0, 1)

である. (34) は z 座標系の渦度方程式の鉛直成分を ζ 座標系に変換したも
のとは明らかに異なる.

• ζ 座標系における発散方程式(
∂(24)

∂x

)
ζ

+

(
∂(25)

∂y

)
ζ

より水平発散 Dζ ≡
(
∂u

∂x

)
ζ

+

(
∂v

∂y

)
ζ

の式を作る.
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� �
dDζ

dt
+ ∇ζu ·

(
∂u

∂x

)
ζ

+∇ζv ·
(
∂u

∂y

)
ζ

+∇ζ ζ̇ ·
∂u

∂ζ
− fωζ

= −1

ρ
∇2

ζp+
1

ρ2
∇ζρ · ∇ζp+

(
∂Fx

∂x

)
ζ

+

(
∂Fy

∂y

)
ζ

+

 ∂

∂x

1

ρ

∂p

∂ζ

∂ζ

∂z

(
∂z

∂x

)
ζ




ζ

+

 ∂

∂y

1

ρ

∂p

∂ζ

∂ζ

∂z

(
∂z

∂y

)
ζ




ζ

.(35)

� �
ただし

∇2
ζ =

(
∂2

∂x2

)
ζ

+

(
∂2

∂y2

)
ζ

(36)

とおいた. (35) は z 座標系の水平発散方程式を ζ 座標系に変換したものと
は異なる.

/riron/gfdeqs/vertical/src/vcoodp.tex 2002 年 11 月 18 日 (林 祥介)



鉛直座標変換 (静水圧系) 3 任意の鉛直座標系への変換 19

3.5 ポテンシャル渦度保存則

(10) を変換することにより, 静水圧近似のもとでのポテンシャル渦度保存則の ζ

座標系での表現を得る.

(10)を ζ 座標系に変換すると,

� �
d

dt

1

ρ

∂ζ

∂z

ωxζ

(
∂λ

∂x

)
ζ

+ ωyζ

(
∂λ

∂y

)
ζ

+ (ωζ + f)
∂λ

∂ζ




ζ

= 0, (37)

� �
が得られる. ただし

ωxζ = −∂v
∂ζ
,

ωyζ =
∂u

∂ζ

である.

/riron/gfdeqs/vertical/src/vcoodp.tex 2002 年 11 月 18 日 (林 祥介)



鉛直座標変換 (静水圧系) 4 気圧座標 (p–座標)系 20

4 気圧座標 (p–座標)系

静水圧平衡が成り立つ場合, 圧力 p は z の一価関数となるから p を鉛直座標とし
て用いることができる. ここでは圧力 p を鉛直座標として用いた場合の方程式系
を先に得られた ζ 座標系の方程式の表式において ζ = p と置き換えることにより
求める.

p 座標は実際に最もよく用いられる鉛直座標のうちの一つである. p 座標を用いる
ことによる主な利点としては, 方程式の一部が簡単になること, 観測において高度
は気圧で測られることが多いため対応がつきやすいこと, などが挙げられる. 一方,

欠点としては境界条件が複雑になることが挙げられる.
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4.1 p 座標系における基礎方程式

• 運動方程式

du

dt
− fv =

1

ρ

∂p

∂z

(
∂z

∂x

)
p

+ Fx, (38)

dv

dt
+ fu =

1

ρ

∂p

∂z

(
∂z

∂y

)
p

+ Fy. (39)

• 静水圧平衡式

∂

∂p
z = −ρg. (40)

• 連続の式

(
d

dt

[
ln

(
ρ

∣∣∣∣∣∂z∂p
∣∣∣∣∣
)])

+∇p · u+
∂ṗ

∂p
= 0. (41)

• 熱輸送の式

T
ds

dt
= Q(x, y, p, t)). (42)

ただし

d

dt
=

(
∂

∂t

)
p

+ u

(
∂

∂x

)
p

+ v

(
∂

∂y

)
p

+ ṗ
∂

∂p
,

∇p =

( ∂

∂x

)
p

,

(
∂

∂y

)
p

, 0



である.
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静水圧平衡式 (40) を (38), (39), (41) に代入することにより, 以下のように p 座標
系での基礎方程式が得られる.

p座標系での基礎方程式

� �
• 運動方程式

du

dt
− fv = −

(
∂Φ

∂x

)
p

+ Fx. (43)

dv

dt
+ fu = −

(
∂Φ

∂y

)
p

+ Fy. (44)

• 静水圧平衡式

∂Φ

∂p
= −1

ρ
. (45)

• 連続の式

∇p · u+
∂ṗ

∂p
= 0. (46)

• 熱輸送の式

T
ds

dt
= Q(x, y, p, t). (47)� �

ただし
Φ = gz (48)

とおいた. Φ はジオポテンシャルである. 静水圧平衡式はジオポテンシャル Φ (す
なわち, z) の値を計算する際に用いる.

このように p 座標系においては連続の式が扱いやすい形になる.

熱の式は次のようにも表現する.

dh

dt
− ρ−1ṗ = Q.
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ただし, h は質量あたりのエンタルピーである. 特に理想気体の場合は

cp
dT

dt
− ρ−1ṗ = Q. (49)

cp は定圧非熱である.
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4.2 境界条件

ここでは p座標系においてよく用いられる境界条件の例を示す.

• 大気上端における境界条件

p 座標系での大気上端における境界条件はある p 一定面 p = pT を通して質
量輸送が無いとすることが多い. ここで pT は最上層の圧力である. この条
件は, 一般の場合で得られた上端における境界条件の表式で ζ = p, ζT = pT
とすることにより� �

ṗ = 0 at p = pT (50)� �
とあらわされる.

• 大気下端における境界条件

p 座標系での大気下端における境界条件は地表面を通して質量輸送が無いと
することが多い. この条件は一般の場合において得られた上端における境界
条件の表式で ζ = p, ζH = ps とすることにより� �

ṗ =

(
∂ps
∂t

)
p

+ u

(
∂ps
∂x

)
p

+ v

(
∂ps
∂y

)
p

at p = ps (51)

� �
とあらわされる.ここで ps(x, y, t) は地表面の圧力である.

(51) は式の上では簡単に見えるが, 実際には曲面 p = ps は時間とともに変化する
ため扱いは容易でない. 例えば, 図１.a のように等圧面が山を横切る場合, 上から
見ると図１.b のように等圧面の一部に山によって穴が生じることになる. この穴
は時間とともにその形が変化するため非常に扱いがむずかしい.
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図１.a 横から見た図 図１.b 上から見た図

図１ 山を横切る等圧面
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4.3 渦度方程式と発散方程式

• p 座標系における渦度方程式

p座標系における渦度方程式は, ζ 座標系の渦度方程式において ζ = p とし,

静水圧平衡式 (45) を用いることにより� �
dωp

dt
+ (f + ωp)Dp + k ·

(
∇pṗ×

∂u

∂p

)

=

(
∂Fy

∂x

)
p

−
(
∂Fx

∂y

)
p

(52)

� �
となる. ただし

ωp =

(
∂v

∂x

)
p

−
(
∂u

∂y

)
p

, Dp =

(
∂u

∂x

)
p

+

(
∂v

∂y

)
p

(53)

である. (52) は z座標系の渦度方程式の鉛直成分を p座標系に変換したもの
とは異なる.

• p 座標系における発散方程式

p 座標系における発散方程式は, ζ 座標系の発散方程式において ζ = p とし,

静水圧平衡式 (45) を用いることにより� �
dDp

dt
+ ∇pu ·

(
∂u

∂x

)
p

+∇pv ·
(
∂u

∂y

)
p

+∇pṗ ·
∂u

∂p
− fωp

= −g∇2
pz +

(
∂fx
∂x

)
p

+

(
∂fy
∂y

)
p

(54)

� �
となる. ただし

∇2
p =

(
∂2

∂x2

)
p

+

(
∂2

∂y2

)
p

である. (54) は z 座標系の水平発散方程式を p 座標系に変換したものとは
異なる.
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4.4 ポテンシャル渦度保存則

ポテンシャル渦度保存則の p 座標系における表現は, ζ 座標系のポテンシャル渦度
保存則において ζ = p とし, 静水圧平衡式 (45) を用いることにより

� �
d

dt

ωxp

(
∂λ

∂x

)
p

+ ωyp
∂

∂λ
y + (ωp + f)

∂λ

∂p

 = 0, (55)

� �
と得られる. ただし

ωxp = −∂v
∂p
,

ωyp =
∂u

∂p

である.
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5 対数圧力座標 (ln-p 座標)系

気圧の対数をとることにより, 気圧座標を高度の次元を持った座標に変換したもの:

z∗ = −H ln
p

p0
(56)

ここで H は適当に選んだ高度スケール (定数)であり, p0 は適当な定数である. 通
常, H にはスケールハイトにあたる量を, p0 には平均地表面気圧を選ぶ.
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5.1 ln-p 座標系における基礎方程式

ln-p座標系での基礎方程式は,
dp

p
= −dz∗

H
を用いれば p 座標系の方程式から直ち

に得られる.

• 運動方程式

du

dt
− fv = −

(
∂Φ

∂x

)
z∗

+ Fx. (57)

dv

dt
+ fu = −

(
∂Φ

∂y

)
z∗

+ Fy. (58)

• 静水圧平衡式
H

p

∂Φ

∂z∗
=

1

ρ
. (59)

• 連続の式
∇z∗ · u+

1

(−p)
∂(−pw∗)

∂z∗
= 0. (60)

• 熱輸送の式

T
ds

dt
= Q(x, y, z∗, t)). (61)

ただし

d

dt
=

(
∂

∂t

)
z∗

+ u

(
∂

∂x

)
z∗

+ v

(
∂

∂y

)
z∗

+ w∗
∂

∂z∗
,

∇z∗ =

((
∂

∂x

)
z∗

,

(
∂

∂y

)
z∗

, 0

)
,

また,

w∗ = ż∗

である.
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まとめると

� �
• 運動方程式

du

dt
− fv = −

(
∂Φ

∂x

)
z∗

+ Fx. (62)

dv

dt
+ fu = −

(
∂Φ

∂y

)
z∗

+ Fy. (63)

• 静水圧平衡式

∂Φ

∂z∗
=

1

H

p

ρ
. (64)

• 連続の式

∇z∗ · u+ ez∗/H
∂

∂z∗

(
w∗e

−z∗/H
)
= 0. (65)

• 熱輸送の式

T
ds

dt
= Q(x, y, z∗, t). (66)� �

熱の式は次のようにも表現する.

dh

dt
+

p

Hρ
w∗ = Q.

ただし, h は質量あたりのエンタルピーである. 特に理想気体の場合は

cp
dT

dt
+
RT

H
w∗ = Q. (67)

cp は定圧非熱である.

また, 理想気体の場合の静水圧の式は

∂Φ

∂z∗
=
RT

H
. (68)

となる. ジオポテンシャルの z∗ ではかった勾配が温度に比例していることに注意.
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6 シグマ座標 (σ–座標)系

気圧座標を地表面気圧で規格化したもの:

σ(x, y, z, t) =
p(x, y, z, t)

ps(x, y, t)
(69)

により与えられる変数 σ は z の一価関数であるから, σ を鉛直座標として用いる
ことができる. ただし, ps は地表面気圧である.

σ 座標の特徴は, σ の定義 (69) より, σ = 1 の一定面と地表面が一致し, 境界条件
及び地形の扱いが非常にやさしくなることである. σ は高度とともに減少し, p = 0

となるところで σ = 0 になる（図１）.

ps が高度 z の関数ではないことから

∂p

∂σ
= ps (70)

が成り立つことに注意しておく.

ここではこの σ を鉛直座標として用いた場合の方程式系を導く. ζ 座標系での表
式において ζ = σ とすることにより σ 座標系に変換する.

図１ 地形と等 σ面
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6.1 σ 座標系における基礎方程式

ζ 座標系での運動方程式, 静水圧平衡式, 連続の式, 熱輸送の式において ζ = σ と
し, (70) の関係を用いることにより次の各式が得られる.

• 運動方程式

du

dt
− fv = −1

ρ

((
∂p

∂x

)
σ

− ps
∂σ

∂z

(
∂z

∂x

)
σ

)
+ Fx, (71)

dv

dt
+ fu = −1

ρ

((
∂p

∂y

)
σ

− ps
∂σ

∂z

(
∂z

∂y

)
σ

)
+ Fy. (72)

• 静水圧平衡式

ps
∂σ

∂z
= −ρg. (73)

• 連続の式

(
d

dt

[
ln

(
ρ

∣∣∣∣∣∂z∂σ
∣∣∣∣∣
)])

+∇σ · u+
∂σ̇

∂σ
= 0. (74)

• 熱輸送の式

T
ds

dt
= Q(x, y, σ, t). (75)

ただし

d

dt
σ =

(
∂

∂t

)
σ

+ u

(
∂

∂x

)
σ

+ v

(
∂

∂y

)
σ

+ σ̇
∂

∂σ
,

∇σ =

(
∂

∂
xσ,

∂

∂
yσ, 0

)

である.
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静水圧平衡式 (73) を (71), (72), (74) に代入することにより, 以下のように σ 座
標系での基礎方程式が得られる.

σ 座標系での基礎方程式

� �
• 運動方程式

du

dt
− fv = −1

ρ

((
∂p

∂x

)
σ

+ ρg

(
∂z

∂x

)
σ

)
+ Fx, (76)

dv

dt
+ fu = −1

ρ

((
∂p

∂y

)
σ

+ ρg

(
∂z

∂y

)
σ

)
+ Fy. (77)

(78)

• 静水圧平衡式

∂z

∂σ
= − ps

ρg
. (79)

• 連続の式

1

ps

dps
dt

+∇σ · u+
∂σ̇

∂σ
= 0, (80)

または

(
∂ps
∂t

)
σ

+

(
∂psu

∂x

)
σ

+

(
∂psv

∂y

)
σ

+
∂psσ̇

∂σ
= 0. (81)

• 熱輸送の式

T
ds

dt
= Q(x, y, σ, t). (82)� �
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6.2 境界条件

ここでは σ 座標系においてよく用いられる境界条件の例を示す.

• 上端における境界条件

σ 座標系での上端における境界条件は σ = 0 面を通して質量流束が無いとす
ることが多い. この条件の表式は, 一般の場合において得られた上端におけ
る境界条件の表式で ζ = σ, ζT = 0 とすることにより� �

σ̇ = 0 at σ = 0 (83)� �
と得られる.

• 下端における境界条件

σ 座標系での下端における境界条件は地表面を通して質量輸送が無いとする
ことが多い. この条件の表式は, 一般の場合において得られた下端における
境界条件の表式で ζ = σ, ζH = 1 とすることにより� �

σ̇ = 0 at σ = 1 (84)� �
と得られる.
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6.3 渦度方程式と発散方程式

• σ 座標系における渦度方程式

σ 座標系における渦度方程式は, 一般の場合において得られた ζ 座標系での
渦度方程式において ζ = σ とし, (70) の関係と静水圧平衡式 (79) を用いる
ことにより� �

dωσ

dt
+ (f + ωσ)Dσ + k ·

(
∇σσ̇ × ∂u

∂σ

)

=
1

ρ2
k · (∇σρ×∇σp) +

(
∂Fy

∂x

)
σ

−
(
∂Fx

∂y

)
σ

(85)

� �
となる. ただし

ωσ =

(
∂v

∂x

)
σ

−
(
∂u

∂y

)
σ

, Dσ =

(
∂u

∂x

)
σ

+

(
∂v

∂y

)
σ

である. (85) は z 座標系の渦度方程式の鉛直成分を σ 座標系に変換したも
のとは異なる.

• σ 座標系における発散方程式

σ 座標系における水平発散方程式は, 一般の場合において得られた ζ 座標系
での水平発散方程式において ζ = σ とし, (70) の関係と静水圧平衡式 (79)

を用いることにより� �
dDσ

dt
+ ∇σu ·

(
∂u

∂x

)
σ

+∇σv ·
(
∂u

∂y

)
σ

+∇σσ̇ · ∂u
∂σ

− fωσ

= −1

ρ
∇2

σp+
1

ρ2
∇σρ · ∇σp− g∇2

σz +

(
∂Fx

∂x

)
σ

+

(
∂Fy

∂y

)
σ

(86)

� �
となる. ただし

∇2
σ =

(
∂2

∂x2

)
σ

+

(
∂2

∂y2

)
σ

である. (86) は z 座標系の水平発散方程式を σ 座標系に変換したものとは
異なる.

/riron/gfdeqs/vertical/src/vcoodp.tex 2002 年 11 月 18 日 (林 祥介)



鉛直座標変換 (静水圧系) 6 シグマ座標 (σ–座標)系 36

6.4 ポテンシャル渦度保存則

ポテンシャル渦度保存則の σ座標系における表現は, 一般の場合において得られ
た ζ 座標系でのポテンシャル渦度保存則において ζ = σ とし, 静水圧平衡式 (79)

を用いることにより

� �
d

dt

{
1

ps

(
ωxσ

(
∂λ

∂x

)
σ

+ ωyσ

(
∂λ

∂y

)
σ

+ (ωσ + f)
∂λ

∂σ

)}
= 0 (87)

� �
ただし

ωxσ = −∂v
∂σ

,

ωyσ =
∂u

∂σ

となる.
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