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要旨

連続体, あるいは, 連続体近似とは, 巨視的なスケールでの, すなわち, 原
子分子を極めて数多く含む物体の変形を中心とする力学的挙動を原子分子の
詳細には立ち入らずに表現するための数学的モデルである. 原子分子の粒々
(?)とした存在は忘れ, 物体を滑らかな数学的連続体として抽象して扱う. 連
続体はその変形 (または変形速度)と熱力学量とを場の量として与えることに
よって記述される. 連続体の時間発展 (力学)は, 連続の式, 運動方程式, 熱力
学の式から構成される. 時間発展の方程式系を閉じるためには熱力学関係式
と構成方程式とが必要である. 構成方程式は, 物体の変形と力との関係を定式
化したものであり, 連続体を物理的な実体としてとらえるために知っていなけ
ればならない物性法則である. 粘性流体・弾性体・粘弾性体などなどの区別は
構成方程式の定式化において現れる.
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1 連続体とは

物質は多数の原子分子で構成されている. しかし, 水の流れや地震波の伝搬を記述
するためにいちいち原子分子レベルの物理法則に立ち至らないですむことを我々
は日常経験を通して知っている. 多数の原子分子で構成される物質の性質は, 原子
分子の挙動を支配する力学ではなく, それらを平均した結果現れる別の性質とその
性質の時間変化を与える力学で記述される. 平均する手順を与えてくれる物理学
は統計力学と呼ばれるが, ここでは統計力学の詳細には立ち入らない.

多数の原子分子の存在を平均し個々の存在を意識しないで平滑化して物質の性質
を語ることを巨視的 (macroscopic)1に記述するという. これに対して物質の性質を
原子分子の力学で語ることを微視的 (microscopic)に記述するという. 平均した結
果あらわれる性質を巨視的な性質, 平均した結果定義できる物理量を巨視的な物理
量という. 温度, 圧力などの熱力学的な量, 電流, 磁化などの電磁気的な量はこの
ような巨視的な物理量である.

物質が一様でなく非一様, すなわち, 空間的に性質が変化している場合でも, 変化
の空間スケールにくらべて十分微小な領域をとることができてそこで巨視的な物
理量が定義できる場合がある. それが物体を連続体として扱える状況である.

微小領域は, 十分に微小で空間的非一様性を無視できるが, それでも十分巨大でそ
の中に多数の原子分子が存在するようなそういう領域である. 物体中の任意の点
に対し, その点を中心とする微小領域をとる. 温度, 圧力などの物理量はその微小
領域で定義され, その値をもってこの点での値とする. かくして, 物理的性質は物
質の各点ごとに定義され, 空間について連続的に変化することになる. 熱力学や電
磁気学の法則は物質の各点ごとに局所的に適応される.

微視的スケ－ルについて平均して得られる, 連続的な物理的性質を持つ物質を
連続体 (continuum)という. あるいは, それが物質のモデル (本物とは違うが似
た性質を持つ仮想物) であることを強調して連続体モデルという. また, 物質をそ
のような仮想物として近似して扱うことを連続体近似するという.

1言うまでもなく「巨視的」, 「微視的」という単語は相対的な意味しかもたない. ここでは着
目している物体は原子分子にくらべて非常に大きいということで巨視的と呼んでいる. 原子核を構
成する素粒子に注目すればば原子分子が巨視的世界, 素粒子が微視的世界である. 以下同様.
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2 連続体近似が妥当なための条件

連続体近似が妥当であるためには, 原子分子の力学が関与する時間空間スケ－ル
(微視的スケ－ル)に比べて十分大きい (巨視的な)微小領域が定義できなければな
らなず, しかもその微小領域は, 物体の振舞いについて着目したい時間空間スケ－
ルに比べ十分に小さい局所的なものでなければならない.

微小領域での平均がうまく働くためには, そこに多数の原子分子が存在して, それ
らの運動が平均化されるべく原子分子同士の相互作用が十分頻繁に起こっている
ことが必要である. 詳細は統計力学の議論を参照されたい2.

2例が必要だ. Knundsen 数 K, すなわち 平均自由行程 l と現象の巨視的スケール L との比と
か.
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3 連続体を語る物理量とその力学

連続体における物理法則は, 一様な物質に関する物理法則を局所的に適応するこ
とによって得られる. 連続体を微小部分に分割し, 各微小領域を一様な物体であ
ると思って質点力学, 熱力学, 電磁気学などを適応するのである. 連続体が変形
や流動をする際には, 物理法則が適応される微小部分も空間的に移動することに
注意しなければならない. このような意味で微小部分のことを連続体を構成する
物質粒子(material particle, 粒子ではないけれど)とよぶことがある. 流体力学で
は特に流体粒子(fluid particle)と呼ぶ. 微小部分の空間的に移動を考慮しながら物
理法則を適応することを, 物質の運動に沿って (物質粒子, あるいは, 流体粒子の運
動に沿って) 物理法則を適応する, という.

連続体上の各点を指定するために連続体上には空間座標を張る. 局所的に定義さ
れている熱力学量や電磁気量は空間座標の関数として表現される.

連続体近似を行った結果必要となる法則に質量保存則 (mass conservation)がある.

別名を連続の式 (continuity equation) という3. 物質粒子を指定する数学的方法
は座標を導入してその微分で微小体積を定義することである. その体積は座標の
導入の仕方に依存する. 一方, 連続体を記述するための空間座標のとり方はどのよ
うに行っても数学的には勝手である. しかし, 物理法則を物質粒子の運動に沿って
適応するためには, とある時刻にとある座標で定義された微小体積が次の時刻でど
このどのような微小体積に対応しているのかを知っておかなければならない. 微小
体積の対応づけを質量を通して行うのが質量保存則である4. 連続体のとある微小
体積に注目する. その中に含まれている質量は微小体積が変形を受けたり運動し
たりしても変化しない.

変形あるいは運動を記述する法則はいわゆる運動方程式である. 運動方程式は質
点系の運動方程式 (いわゆるニュートンの法則)に他ならない. 連続体の運動方程式
はニュートンの運動方程式を微小部分に関して平均して得られる法則なので, これ
を特にオイラーの第 1 運動法則とよぶこともある. 連続体近似を行ったために, 運
動方程式の力の項には面積力(surface force あるいは表面力)と体積力(body force

あるいは物体力)の二種類が現れる. 体積力はいわゆる遠隔作用を平均した結果現
れる力であり, 通常は力学的ポテンシャルを介して物質粒子の総体に作用する. 面
積力は分子原子レベルの微視的な相互作用を平均した結果現れる力であり, 物質粒
子の表面に作用する. 面積力は連続体内の面を対して定式化され, 応力(stress)と

3ここでの「連続」(continuity)は「保存」(conservation)と同じ意味で使われはじめたらしい.
質量の値が一定, すなわち, 時間的に連続している, という程度の意味 (参照 Batchelor, 入門流体力
学).

4対応づけをさせる量は質量でなくてもよい. たとえば「色」でもよい.
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よばれるテンソルで表現される.

応力は法則として別途, 連続体を記述する座標 (変形)および熱力学量などと関係
づけなければならない. この関係づけの法則を構成方程式(constitution equation)

という. 良く行われる定式化は, 応力を歪み (strain) で与えるものである. 歪みは
連続体の変形を定式化したものである. 連続体内の 2 点間の距離の偏差で定式化
される. 類似のものに歪み速度がある. 連続体内の 2 点での速度の勾配で定式化
される. 応力と歪み速度とを比例関係であたえる連続体をニュートン流体という.

応力と歪みそのものを比例関係 (フックの法則) であたえる連続体を線形弾性体と
いう.

連続体の角運動量保存則も質点系の角運動量保存則を積分してえられる. 連続体
においては物質粒子自身がどのような角運動量をもつのかを別途定めなければな
らない. 連続体に関して法則として陽に回転の法則を与えたものをオイラーの第 2

運動法則とよぶことがある. 物質粒子自身が角運動量を持たない場合には応力テ
ンソルは対称テンソルとなる.

熱力学に関して必要な法則はエネルギー保存則である. 熱力学的にもっとも簡単
な 1 成分 1 相から成り立つ物質ならば記述に要する変数 (通常熱力学的変数と呼
ばれる)は 2 つである. たとえば温度 T と圧力 p がそれである. 熱力学の構造, す
なわち, 熱力学関係式を利用すれば独立に選べる 2 つの変数は自由に変換し, たと
えば, エントロピー s と密度 ρ などなどを選ぶこともできる. 微分形で与えられた
独立変数間の変換公式を Maxwellの関係式と呼ぶこともある. 熱力学関係式は, 熱
力学の定式化においては熱力学関数と呼ばれる一群の自由エネルギー, すなわち,

内部エネルギー (独立変数は s と ρ), または, エンタルピー (独立変数は s と p), ま
たは, いわゆる自由エネルギー (独立変数は T と ρ), Gibbs の自由エネルギー (独
立変数は T と p), で与えられる. 連続体の物性として与えられるべき量はこの熱
力学関数のどれかである. しかしながら, 実用上の物性として観測値 (実験値)から
直接与えられるのは状態方程式 (T と ρ と p の関係式) と比熱の式 (定圧比熱なら
s と p と T の関係式の微分形) である.
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4 まとめの例: 1 成分 1 相系の場合

1 成分 1 相系の連続体の振舞いを記述する法則は

• 質量保存則 (連続の式)

• 運動量保存則 (運動方程式) (3 成分)

• エネルギー保存則 (熱の式)

の 1+3+1=5 つの方程式である.

補助的であるが重要な方程式は

• 変形 (歪みテンソル, 歪み速度テンソル)を応力と関係づける構成方程式.

• 熱力学変数間の関係を与える熱力学的構造 (通常は状態方程式と比熱として
与えられる). 1 成分 1 相系では熱力学量が 3 つ以上登場する場合の相互の
変換に用いられる.

である. 必要に応じてその他の力の法則 (重力, 電磁気力)を記述する方程式が付け
加わわる.

1 成分 1 相系の連続体の振舞いを記述する量は, その表現方法によってことなる.

流体の場合は座標を陽に用いない記述 (Euler 表現)がよく用いられる. 1 成分 1 相
系の流体の振舞いを記述する量は

• 運動学的な量 3 つ : 連続体上の各点の速度 v の 3 成分

• 熱力学的な量 2 つ : 圧力 p, 密度 ρ, 温度 T , etc. のうち 2 つ

の計 5 つであり, 上記 5 つの方程式で系の時間発展が記述される. ただし, 速度で
記述される運動方程式は時間に関して 1 階微分であり, 初期値は場の量 5 つで与
えられることになる.

弾性体の場合は座標 (変位)のみを用いた記述がよく用いられる. 1 成分 1 相系の
線形弾性体の振舞いを記述する量は
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• 運動学的な量 3 つ : 連続体上の各点の変位座標 x の 3 成分

• 熱力学的な量 2 つ : 圧力 p, 密度 ρ, 温度 T , etc. のうち 2 つ

であり, 上記 5 つの方程式で系の時間発展が記述される. ただし, 変位座標で記述
される運動方程式は時間に関して 2 階微分であり, 初期値は場の量 8 つ (変位とそ
の時間微分の量で 6 つ + 熱力学量 2 つに対応) で与えられることになる.

流体と弾性体とで必要となる初期値の数がことなるのは, 状態として表現しなけれ
ばならない量がことなるためである. 弾性体では各時刻における物質粒子の位置
を記述しなければならないが, Euler 表現された流体では速度場だけが問題であっ
て, 流体粒子の位置はとりあえず関心外の量であることによる. 流体粒子の位置を
計算しようとすれば (つまり流体とともに流される粒子, トレーサー, の位置を計
算しようとすれば)当然初期値としては 6 + 2 つの場の量が必要となる.
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